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 الملخص 

بشكل عام يعتبر فضاء هيلبرت أحد أهم الفضاءات في التحليل الرياضي والرياضيات التطبيقية. إنه بمثابة أداة أساسية لفهم 

العديد من الظواهر العلمية والرياضية. يستخدم هذا الفضاء على نطاق واسع في نظرية المعادلات التفاضلية، وخاصة في  

لحل بعض المعادلات التفاضلية باستخدام الأساليب الطيفية. قدمنا في هذه الورقة، بعض   دراسة القيم الذاتية والدوال الذاتية

ليوفيل. من المعروف أنه لكل منها، توجد قيمة  -المتتاليات التي تكون حل لبعض المعادلات التفاضلية من نوع مسألة شتورم

وة على ذلك، فإن الدوال المتعامدة والمعيارية منها يمكن ذاتية تتوافق مع دالة ذاتية. هذه الدوال الذاتية مستقلة خطيًا، علا

المعقدة. وهي  التفاضلية  للأنظمة  أعمق  تحليل  في  تستخدم  داخل هيلبرت. كذلك  فرعية  لبناء فضاءات  استخدامها كأساس 

 عام. أدوات فعالة تساهم في فهم الطبيعة الطيفية للمشغلات التفاضلية وتوصيف سلوك الأنظمة الديناميكية بشكل 

 

 . القيمة الذاتية، الدوال الذاتية، الشرطين الحديين، منظومة شتروم لوفيل، فضاء هيلبرت الكلمات المفتاحية:

Abstract 

In general, Hilbert Space and its Applications in Differential Equations Theory. Hilbert space is considered one 

of the most important spaces in mathematical analysis and applied mathematics. lt serves as a fundamental tool 

for understanding many scientific and mathematical phenomena. This space is widely used in the theory of 

differential equations, particularly in studying the eigenvalues and eigenfunctions of differential operators using 

spectral methods. In this paper, the focus is on solving differential equations of the Sturm- Liouville problem type. 

It is well known that for each, there exists an eigenvalue corresponding to an eigenfunction.  These eigenfunctions 

are linearly independent, which allows them to be used as basis to construct subspaces within the Hilbert. 

Moreover, the orthogonal functions, enabling a deeper analysis of complex differential systems. These methods 

are effective tools for solving differential equations, as they contribute to understanding the spectral nature of 

differential operators and characterizing the behavior of dynamic systems in general. 

 

Keywords: Hilbart space, the Sturm - Liouville problem, the eigen vales, eigen functions.                                                                                                                               
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 مقدمة ال

تعتبر فضاءات هيلبرت أحد أهم الفضاءات في الرياضيات التطبيقية والتحليل الرياضي، حيث تشكل أداة أساسية لفهم العديد  

من الظواهر العلمية والرياضية، خاصة في مجالات الفيزياء النظرية والهندسة، وتتميز هذه الفضاءات بخواصها البنيوية 

لجة مسائل ذات أبعاد لا نهائية بطريقة منظمة وفعالة. ومصطلح فضاء هيلبرت يشير  التي تتيح دراسة التحليل الدالي، ومعا

التطبيقات   للغاية   المتنوعة،للمفهوم المجرد الذي يمكن وراء العديد من هذه  وأدى نجاح أساليب هيلبرت إلى عصر مثمر 

فتمت دراسة فضاءات هيلبرت بداية من العقد الأول من القرن العشرين بواسطة ديفيد هيلبرت وأرهارد   الوظيفية،للتحليل  

وهي أدوات لا غنى عنها في نظريات المعادلات التفاضلية الجزئية وميكانيكا الكم وتحليل فورييه وفي المعادلات   شميت،

للمعادلات    التفاضلية، الذاتية  والدوال  الذاتية  القيم  سلوك  لدراسة  المناسبة  هيلبرت  فضاءات  على  الطيفية  الطرق  تستخدم 

 التفاضلية العادية.  

بناء أساس    ي ت من استخدامها فيلتبعض المعادلات التفاضلية، احلول  لبعض المتتاليات التي تكون    وفي هذه الورقة، دراسة

 لفضاء هليبرت.  فعلى سبيل المثال المعادلة التفاضلية من الشكل: 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑟(𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) + [𝜆𝑝(𝑥) − 𝑞(𝑥)]𝑦 = 0 

 :الحديةالتي تحقق الشروط 

𝑙1𝑦
′(𝑎) + ℎ1𝑦

′(𝑎) = 0     

𝑙2𝑦
′(𝑏) + ℎ2𝑦

′(𝑏) = 0 

هي معادلة تفاضلية خطية متجانسة من الرتبة الثانية. سميت هكذا نسبة إلى عالمي الرياضيات الفرنسيين جاك شارل فرانسوا  

 ستروم وجوزيف ليوفيل. 

𝑎لكل     𝑥بارمترا لا يعتمد على      𝜆حيث إن   < 𝑥 < 𝑏     .    ،حلول هذه المعادلة تلعب دوراً مهم في العديد من الجوانب

و تشكل الدوال الذاتية دوال من    𝑦𝑛(𝑥)تناظرها دالة ذاتية    𝜆𝑛فإن الحل العام لهذه المنظومة يكمن في أن لكل قيمة ذاتية  

𝑎جيب التمام ( وهي حلولاً مستقلة خطيًا ومتعامدة ضمن فترة معينة    –)الجيب   < 𝑥 < 𝑏   .   وكذلك الدوال المعيارية لها

متعامدة . خصصنا الجزء الأول من هذه الورقة لبعض التعاريف والمفاهيم الأساسية لفضاء هيلبرت، اما الجزء الثاني من 

مناظرة     𝑦𝑛(𝑥)هذه الورقة قد خصص لبعض الأمثلة التي تبين أن الحلول لمثل هذه المعادلات هي عبارة عن دوال ذاتية  

 ،  وكيفية بناء أساس معياري متعامد لفضاء هيلبرت من هذه الدوال الذاتية المتعامدة والمعيارية.  𝜆𝑛لقيمة ذاتية 

 تعاريف ومفاهيم 

 ( 1.1تعريف )

𝑘فضاء متجهي على المجال   𝑥ليكن  = 𝐶  أو𝐾 = 𝑅  نقول 

⟨⋅,⋅⟩: ⟨𝑥, 𝑦⟩ → ⟨𝑥, 𝑦⟩ 

 إذا تحقق الشروط الآتية:   𝑋ضرب داخلي على  

 

𝛼 لكل  ∈ 𝑅          𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 

𝛼𝑥⟩ (1 فإن  + 𝑦, 𝑧⟩ = 𝛼⟨𝑥, 𝑧⟩ + ⟨𝑦, 𝑧⟩ 

 2) ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑦 ⋅ 𝑥⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 

 3)‖𝑥‖2 = ⟨𝑥, 𝑥⟩ ≥ 0 

⇔ 𝑥 = 0 4)‖𝑥‖2 = ⟨𝑥, 𝑥⟩ = 0 

 

 ( 2.1تعريف )

,𝐻)ليكن   ,𝐻)فضاء هيلبرت إذا كان    𝐻فضاء ضرب داخلي نقول ان    (⟨⋅,⋅⟩   ‖⋅‖فضاء معياري تام حيث ان  (‖⋅‖

 . ⟨⋅,⋅⟩المعيار المصاحب للضرب الداخل  

,𝑋)ليكن   ملاحظة/  المعيار المرافق له    ‖⋅‖ضرب داخلي   (⟨⋅,⋅⟩

‖𝑥‖ = √⟨𝑥, 𝑥⟩ 
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 ))متباينة كوشي شوارتز((  (1.1) نظرية

,𝐸)لتكن  ,{𝑦𝑛}فضاء شبه هلبرتي ليكن    (⟨⋅,⋅⟩ {𝑥𝑛}   متتاليتي عناصر من𝐸 و𝑥, 𝑦  منE  :فإن 

{𝑥𝑛 → 𝑥 ∧ 𝑦𝑛 → 𝑦} ⟹ {⟨𝑥𝑛, 𝑦𝑛⟩ → ⟨𝑥, 𝑦⟩} 
 ( 3.1تعريف )

𝐴نقول ان   = {𝑥𝑛: 𝑛 ≥ 𝑥𝑖أنها متعامدة إذا كانت لكل     𝐸من فضاء شبه هلبرت   {1 , 𝑦𝑖  من𝐴 

⟨𝑥𝑖 , 𝑥𝑖⟩ = 1     ∀ⅈ ∈ ℕ 

 ( 4.1تعريف )

 (( 𝐸متقاربة في   𝐸يسمى فضاء هلبرت كل فضاء شبه هلبرت تام ))كل متتالية كوشية من فضاء شبه هلبرت   

𝑥نتيجة/ علاقة التعامد متناظرة أي أن    ⊥ 𝑦  فإن𝑦 ⊥ 𝑦 

 1)  ⟨𝑦, 𝑥⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩ 
                                 𝑥 ⊥ 0  ∀ 𝑥 

 2)    ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 ; ∀ 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅 

𝑥                 فإن  ⊥ 𝑦 ⇔ 𝛼𝑥 ⊥ 𝛽𝑦 

 ( 4.1تعريف )

𝐴نقول ان المتتالية   = {𝑥𝑛: 𝑛 ≥  من فضاء شبه هلبرت مستقلة خطيًا. {1

𝐴الاثبات/ المتتالية   = {𝑥𝑛: 𝑛 ≥  المتعامدة والمتجانسة في فضاء هلبرت. لنفرض ان    {1

{𝛼𝑖}𝑖 ∈ ℕ             متتاليان من المجال𝑘 

      𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝑛 + 𝛼𝑛𝑥𝑛 = 0 

⇒< 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝑛 + 𝛼𝑛𝑥𝑛 ≥ 0 

      𝛼𝑗⟨𝑥𝑗 ⋅ 𝑥𝑗⟩ = 0 ∀𝑗 ∈ ℕ 

𝛼𝑗 = 0  ∀𝑗 ∈ ℕ 

𝐴وبالتالي         = {𝑥𝑛: 𝑛 ≥  مستقلة خطيًا  {1

 

 ( 5.1تعريف )

𝐴فضاء معياري    𝑋إذا كان    ⊂ 𝑥  نقول ان𝐴  تامة إذا كان الفضاء الخطي الجزئي المولد من𝐴   كثيف من𝑋 

𝑋 = ⟨�̅�⟩ 
 ( 6.1تعريف )

𝐴نقول ان = {𝑥𝑛: 𝑛 ≥ :𝑥𝑛}أساس هلبرت إذا كان    {1 𝑛 ≥  متتالية معيارية تامة. {1

 (  7.1تعريف )

ليكن لدينا المعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة من الرتبة الثانية بالإضافة الى شرطين حديين متجانسين لدالة مجهولة  

𝑦(𝑥). 

𝑑

𝑑𝜘
[𝑟(𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
] + [𝜆𝑝(𝑥) − 𝑞(𝑥)]𝑦 = 0 

𝑙1𝑦
′(𝑎) + ℎ1𝑦

′(𝑎) = 0 

𝑙2𝑦
′(𝑎) + ℎ2𝑦

′(𝑎) = 0 

,𝑝حيث ان   𝑟, 𝑞   دوال حقيقية𝑝    لها مشتقة متصلة وكذلك𝑟, 𝑞   دالتان متصلتان𝑟 > 0         , 𝑝 > . 𝑥لكل قيم   , 0

𝑎بحيث     < 𝑥 < 𝑏   ،𝜆  بارمترا لا يعتمد على𝑥 . 

,ℎ2وان   ℎ1, 𝑙2, 𝑙1      ثوابت حقيقية مستقلة عن البارمترا𝜆     حيث ان,𝑙2, 𝑙1     لانيلاشيان معًا وكذلكℎ2, ℎ1    .لاتيلاشان معًا

و هذه الدوال    𝑦𝑛(𝑥)تسمى هذه المسألة بمنظومة شتروم لوفيل. وحلول هذه المنظومة تشكل دوال ذاتية يرمز لها بالرمز  

𝑎,كذلك هي دائمًا متعامدة عل الفترة   𝜆𝑛)الجيب، وجيب التمام( وتكون مناظرة لقيم الذاتية  هي دوال تشكلالذاتية، ≤ 𝑥 ≤

𝑏. . 

 ( 2.1نظرية )

𝑥كانت إذا  = 𝑥0   نقطة عادية للمعادلة التفاضلية 

𝑟(𝑥)𝑦′′ + 𝑝(𝑥)𝑦′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 0 

,𝑟(𝑥)  وكانت الدوال 𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥)   هي دوال تحليلية في𝑥      أي يمكن التعبير عنها بمتسلسلة قوى في𝑥  فان الحل .

 العام للمعادلة التفاضلية أعلاه يمكن كتابته على الصورة. 
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𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑦1(𝑥) + 𝐶2𝑦(𝑥) 

,𝑐2حيث ان  𝑐1  ثوابت اختيارية   ،𝑦2, 𝑦1    حلول مستقلة خطيًا عند𝑥. 

 

 ( 3.1نظرية )

حقيقية وتكون جميع الدوال الذاتية المناظرة للقيم الذاتية المعنية متعامدة مع   تكون جميع القيم الذاتية لمنظومة شروم لوفيل

𝑝(𝑥)  

∫𝑝(𝑥)𝑦𝑛(𝑥)𝑦𝑚(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 0 

 Gram-Suhmidtجرام سميت  (4.1نظرية )

,𝐻)ليكن    ،   𝐻فضاء جزئي من     𝐸هلبرت وليكن  فضاء (⟨⋅,⋅⟩

{𝑥0, …… .     𝑥𝑛}  𝐵 𝑣وبالتالي فان يمكن بناء أساس معياري متعامد بحيث    𝐸متتالية مستقلة خطيًا من     = =
{𝑒0, 𝑒1, 𝑒2, … 𝑒𝑛} . 

 

𝑥𝑛الآن.... لندرس المتتالية                    - = 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑡 ; 𝑛 = 0,1, … 

 متتالية متعامدة حيث ان:  𝑒𝑛(𝑡)نجد ان من نظرية جرام شميت،   

𝑒0(𝑡) =
𝑣0

‖𝑣0‖
=

𝑥0

‖𝑥0‖
=

1

√2𝜋
   ,            𝑛 = 0,1, … 

 بالشكل𝑥1 يمكن كتابته    

𝑥1 = ⟨𝑥1, 𝑒0⟩𝑒0 + 𝑣1 

 فان  

𝑣1 = 𝑥1 − ⟨𝑥1, 𝑒0⟩𝑒0 

𝑣1     وهو متجه غير صفري وكذلك ⊥ 𝑒0          أي ان 

⟨𝑥1, 𝑒0⟩𝑒0 = ⟨𝑐𝑜𝑠 𝑡 ,
1

√2𝜋
⟩

1

√2𝜋
 

= ⟨cos 𝑡 ,
1

√2𝜋
⟩ 

=
1

√2𝜋
∫ cos 2𝑡

2𝜋

0

=
1

√2𝜋
sin 𝑡

2𝜋

0
| = 0 

𝑣1 = cos 𝑡 − 0 = cos 𝑡 

 وبذلك نتحصل على  

𝑒1 =
𝑣1

‖𝑣1‖
=

𝑐𝑜𝑠 𝑡

‖𝑐𝑜𝑠 𝑡‖
 

‖𝑐𝑜𝑠 𝑡‖ = [∫ cos2 𝑡 𝑑𝑡

2𝜋

0

]

1
2

 

= [∫
(1 + cos 2𝑡)

2

2𝜋

0

]

1
2
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= [∫
𝑑𝑡

2

2𝜋

0

+ ∫
cos 2𝑡

2
𝑑𝑡

2𝜋

0

]

1
2

 

= [
2𝜋

2
+

sin 2𝑡

4
|
0

2𝛱

] 

= √𝜋 

𝑒1 =
𝑣1

‖𝑣1‖
=

𝑐𝑜𝑠 𝑡

√𝜋
 

 على الشكل 𝑥2كذلك يمكن كتابة    و

𝑥2 = ⟨𝑥2, 𝑒0⟩𝑒0 − ⟨𝑥2, 𝑒1⟩𝑒1 + 𝑣2 

 

 

 

 ومنه نتحصل على 

𝑣2 = 𝑥2 − ⟨𝑥2, 𝑒0⟩𝑒0 − ⟨𝑥2, 𝑒1⟩𝑒1 

      = cos 2𝑡 − ⟨cos 2𝑡 ,
1

√2𝜋
⟩

1

√2𝜋
− ⟨cos 2𝑡 ,

𝑐𝑜𝑠 𝑡

√𝜋
⟩ 

𝑐𝑜𝑠 𝑡

√𝜋
 

⟨𝑥2, 𝑒0⟩𝑒0 = ⟨cos 2𝑡 ,
1

√2𝜋
⟩

1

√2𝜋
   

⟨cos 2𝑡 ,
1

√2𝜋
⟩ = (

1

√2𝜋
∫ cos 2𝑡

2𝜋

0

)

1
2

 

⟨cos 2𝑡 ,
1

√2𝜋
⟩ =

1

√2𝜋
 
sin 2𝑡

2
|
0

2𝜋

=
1

2𝜋
(0) = 0 

 

⟨𝑥2, 𝑒1⟩𝑒1 = ⟨cos 2𝑡 ,
cos 𝑡

√𝜋
⟩
cos 𝑡

√𝜋
 

⟨cos 2𝑡 ,
cos 𝑡

√𝜋
⟩ =

1

√𝜋
∫ (cos 2𝑡 . cos 𝑡 

2𝜋

0

)𝑑𝑡  

 

=
1

√𝜋
∫

1

2
[𝑐𝑜𝑠2𝑡 + 𝑐𝑜𝑠𝑡]𝑑𝑡

2𝜋

0

 

                                     =
1

√𝜋
(
1

2
[∫ 𝑐𝑜𝑠3𝑡𝑑𝑡 + ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑡𝑑𝑡

2𝜋

0

2𝜋

0

]) = 0 

 

𝑒2 = 𝑐𝑜𝑠2𝑡 

𝑣2 =
𝑒2

‖𝑒2‖
=

𝑐𝑜𝑠2𝑡

‖𝑐𝑜𝑠2𝑡‖
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‖𝑐𝑜𝑠2𝑡‖ = [∫ 𝑐𝑜𝑠22𝑡𝑑𝑡 

2𝜋

0

]

1
2

 

‖𝑐𝑜𝑠2𝑡‖ = [∫
1 + 𝑐𝑜𝑠4𝑡

2

2𝜋

0

𝑑𝑡]

1
2

=  [∫
𝑑𝑡

2
+ ∫

𝑐𝑜𝑠4𝑡

2
𝑑𝑡

2𝜋

0

2𝜋

0

]

1
2

= √𝜋 

 وحيث ان     
⟨𝑒2, 𝑣1⟩ = 0                               ⇒ 𝑒2 ⊥ 𝑣1 

 وكذلك نتحصل على  

                                                        ⇒   𝑒2 ⊥ 𝑣0 

𝑣3 = 𝑥3 − ⟨𝑥3, 𝑒0⟩𝑒0 − ⟨𝑥3, 𝑒1⟩𝑒1 − ⟨𝑥3, 𝑒2⟩𝑒2 

𝑣3 = cos 3𝑡 − ⟨𝑐𝑜𝑠3𝑡,
1

√2𝜋
⟩

1

√2𝜋
− ⟨𝑐𝑜𝑠3𝑡,

𝑐𝑜𝑠𝑡

√𝜋
⟩
𝑐𝑜𝑠𝑡

√𝜋
− ⟨𝑐𝑜𝑠3𝑡,

𝑐𝑜𝑠2𝑡

√𝜋
⟩
𝑐𝑜𝑠2𝑡

√𝜋
 

 

⟨cos 3𝑡 ,
1

√𝜋
⟩ =

1

√2𝜋
∫ cos 3𝑡𝑑𝑡 = 0

2𝜋

0

 

⟨cos 3𝑡 ,
𝑐𝑜𝑠𝑡

√𝜋
⟩ = ∫ (cos 3𝑡

𝑐𝑜𝑠𝑡

√𝜋
)𝑑𝑡 =

2𝜋

0

1

√𝜋
∫ cos 3𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡𝑑𝑡

2𝜋

0

 

 من المتطابقة:

[cos 𝐴 cos𝐵 =
1

2
(cos(𝐴 + 𝐵) + cos(𝐴 − 𝐵))] 

cos 3𝑡 cos 𝑡 =
1

2
(cos(3𝑡 + 𝑡) + cos(3𝑡 − 𝑡)) 

                             
1

2
(cos(4𝑡) + cos(2𝑡))   = 

 :فيصبح التكامل

⟨cos 3𝑡 ,
𝑐𝑜𝑠𝑡

√𝜋
⟩ =

1

√𝜋
.
1

2
∫ cos 4𝑡𝑑𝑡 + ∫ cos 2𝑡𝑑𝑡 =

1

√𝜋
.
1

2
(0 + 0) = 0

2𝜋

0

2𝜋

0

 

𝑣3 = cos 3𝑡 

𝑒3 =
𝑣3

‖𝑣3‖
=

𝑐𝑜𝑠3𝑡

‖𝑐𝑜𝑠3𝑡‖
 

‖𝑐𝑜𝑠3𝑡‖ = [∫ 𝑐𝑜𝑠23𝑡𝑑𝑡
2𝜋

0

]

1
2

= [∫ [
1 + 𝑐𝑜𝑠6𝑡

2
] 𝑑𝑡

2𝜋

0

]

1
2
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[∫ 𝑐𝑜𝑠23𝑡𝑑𝑡
2𝜋

0

]

1
2

= [∫
𝑑𝑡

2
+ ∫

𝑐𝑜𝑠6𝑡

2

2𝜋

0

2𝜋

0

]

1
2

 

[∫ 𝑐𝑜𝑠23𝑡𝑑𝑡
2𝜋

0

]

1
2

= [
2𝜋

2
+ 0]

1
2

= √𝜋 

𝑒3 =
𝑣3

‖𝑣3‖
=

𝑐𝑜𝑠3𝑡

√𝜋
 

 وهكذا حتى نتحصل على المتتالية المتعامدة 

𝑒𝑛(𝑡) =
𝑣𝑛(𝑡)

‖𝑣𝑛(𝑡)‖
=

cos 𝑛𝑡

√𝜋
 

 وبشكل مشابه إذا كان لدينا المتتالية

𝑦𝑛 = 𝑠ⅈ𝑛 𝑛𝑡             ; 𝑛 = 1, … 

 نتحصل على المتتالية المتعامدة 

�̃�𝑛(𝑡) =
�̃�𝑛(𝑡)

‖�̃�𝑛(𝑡)‖
=

sin 𝑛𝑡

√𝜋
                               𝑛 = 1,2, …. 

 ويمكن توضيح ذلك بالأمثلة العددية

 ليكن لدينا المعادلة التفاضلية  :1 مثال

𝑦′′(𝑡) + 𝜆𝑦(𝑡) = 0                    0 < 𝑡 < 𝑙 

𝑦(0) = 0 = 𝑦′(𝑙) 

 لحل هذه المعادلة نجد ان  

𝑟2 + 𝜆 = 0 ⇒ 𝑟2 = −𝜆 ⇒ 𝑟 = ±√−𝜆 

𝑦(𝑡) = 𝐶1𝑒
−√−𝜆𝑡 + 𝐶2𝑒

−√−𝜆𝑡 

 من الشرط الأول  

𝑦(0) = 0 

0 = 𝑐2 + 𝑐2 ⟹ 𝑐1 = −𝑐2 

𝜆لنفرض ان     : ولاا أ =  وبتطبيق الشروط الحدية   0

𝑦(𝑡) = 𝐶1𝑡 + 𝐶2 

𝑦(0) = 0 ⟹ 𝑐2 = 0 
𝑐2 = 𝑐2 = 0 

ا:ثاني 𝜆     ا >  وبتطبيق الشروط الحدية     0

𝑦(𝑡) = 𝐶1 cos √𝜆 𝑡 + 𝐶2 sin √𝜆𝑡 

𝑦(0) = 𝐶1 cos 0 + 𝐶2 sin 0 
⟹ 𝑐1 = 0 
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𝑦′(𝑙) = −𝐶1 cos √𝜆 sin√𝜆𝑙 + 𝐶2√𝜆 cos √𝜆 𝑙 

cos √𝜆 cos√𝜆 𝑙 = 0 

⟹ cos√𝜆 𝑙 = 0 ⟺ √𝜆𝑙 =
−𝜋

2
 

√𝜆𝑛 =
𝑛𝜋 − 𝜋 2⁄

𝐿
 

𝜆𝑛 =
(𝑛𝜋 − 𝜋 2⁄ )2

𝐿2
 

 وهي قيمة ذاتية

𝜆𝑛 =
(2𝑛 − 1)2𝜋

4𝐿2
 

 𝜆𝑛والدالة المناظرة للقية الذاتية 

𝑦𝑛(𝑡) = 𝑐2 𝑠ⅈ𝑛
(2𝑛 − 1)𝜋

2𝐿
𝑡 

 المعادلة التفاضلية نجد أن لإيجاد الدالة المعيارية من 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑟(𝑡)

𝑑𝑦

𝑑𝑡
) + 𝐵(𝑡)

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ [𝑦(𝑡) + 𝜆𝑝(𝑡)]𝑦 = 0 

‖𝑦𝑛(𝑡)‖ = ∫𝛤(𝑡)(𝑦(𝑡))
2
𝑑𝑡

𝐿

0

= 1 

𝛤(𝑡)حيث   = 𝑒
∫

𝐵(𝑡)

𝑟(𝑡)
ⅆ𝑡

= 𝑒0 = 1 

‖𝑦𝑛(𝑡)‖ = ∫ [𝑐2 sin
(2𝑛 − 1)

2𝐿
]

2

𝑑𝑡

𝐿

0

= 1 

= 𝑐2
2 ∫

sin2(2n − 1)𝜋𝑡

2L
𝑑𝑡 

𝐿

0

= 𝑐2
2 ∫ 1 −

[cos 2(2n − 1) 𝜋
2𝑙⁄ 𝑡]

2
𝑑𝑡 

𝐿

0

 

=
𝑐2

2

2
∫1 − cos 2 

(2n − 1)π

2L
𝑑𝑡 

𝐿

0

 

=
𝑐2

2

2
[𝑡|0

𝑙 −
2𝐿

(2𝑛 − 1)𝜋
sin 2 

(2n − 1)π

2L
𝑡|0

𝑙  

=
𝑐2

2

2
−

2𝐿

(2𝑛 − 1)𝜋
sin 2

(2n − 1)π

2L
𝑡|0

𝑙  

=
𝑐2

2

2
−

2𝐿

(2𝑛 − 1)𝜋
[sin 2

(2n − 1)π

2L
− sin 0] 

 

𝑐1 = −√2 
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𝑦𝑛(𝑡) = √2
𝑠ⅈ𝑛(2𝑛 − 1)

2𝐿
𝜋𝑡 

 وهي دوال ذاتية معيارية ومتعامدة.

 لتكن لدينا المعادلة : 2 مثال

𝑦′′(𝑡) + 𝜆𝑦(𝑡) = 0                    0 < 𝑡 < 4 

𝑦′(0) = 0 = 𝑦′(4) 

 لحل هذه المعادلة نجد ان 

𝑟2 + 𝜆 = 0 ⇒ 𝑟2 = −𝜆 

𝑟 = ±√−𝜆 

 ويكون الحل العام 

𝑦(𝑡) = 𝐶1𝑒
−√−𝜆𝑡 + 𝐶2𝑒

√−𝜆𝑡 

𝑦′(0)ومن الشرط الحدي   = 0 

𝑦′(𝑡) = −√−𝜆𝐶1𝑒
−√−𝜆𝑡 + √−𝜆𝐶2𝑒

√−𝜆𝑡 

𝜆لنفرض ان      :أولاا  < 0 

𝑦′(0)من الشرط الحدي   =  نجد ان      0

0 = −√−𝜆𝐶1 + √−𝜆𝐶2 

√−𝜆𝐶1 = √−𝜆𝐶2 

𝑦′(4)وكذلك من الشرط الحدي       =  نحصل على      0

 

0 = −√−𝜆𝐶1𝑒
−4√−𝜆 + 𝐶2√−𝜆𝑒4√−𝜆 

= −√−𝜆𝐶1𝑒
−4√−𝜆 + 𝐶2√−𝜆𝑒4√−𝜆 

0 = −√−𝜆𝐶1𝑒
−4√−𝜆 + 𝐶1√−𝜆𝑒4√−𝜆 

0 = √−𝜆𝐶1 [𝑒−4√−𝜆 + 𝑒4√−𝜆] 

0 = 𝐶1 = 𝐶2 

𝑦(𝑡)فان الحل العام      =  وهو حل تافه   0

ا:ثاني 𝜆لنفرض ان   ا >   نجد أن     للحصول على الحل العام    0

𝑟2 = −𝜆 ⇒ 𝑟 = ±√−𝜆 

𝑟 = ±√−𝜆 

 وبذلك يكون 

𝑦(𝑡) = 𝐶1 cos √𝜆𝑡 + 𝐶2 sin√𝜆𝑡 

𝑦′(𝑡) = 𝐶1√𝜆 sin√𝜆𝑡 + 𝐶2√𝜆 cos √𝜆𝑡 

𝑦(𝑡)ومن الشرط الحدي الأول  = 0      

0 = 𝐶2√𝜆 cos √𝜆𝑡                   ⟹          𝐶2 = 0 
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 سنحصل على  

𝑦(𝑡) = 𝐶1 cos √𝜆𝑡 

 من الشرط الحدي الثاني 

𝑦′(4) = 0 

0 = −√𝜆𝐶1 sin√𝜆4 

⟹ sin√𝜆4 = 0 

√𝜆4 = 𝑛𝜋 

√𝜆 =
𝑛𝜋

4
                       ⟹ 𝜆𝑛 =

𝑛2𝜋2

16
    

𝜆𝑛 =
𝑛2𝜋2

42
 

 وهي قيمة ذاتية مناظرة لدالة الذاتية

𝑦𝑛(𝑡) = 𝐶1 𝑐𝑜𝑠 (
𝑛𝜋

4
) 𝑡 

ا ثالث  𝜆لنفرض ان   :ا = 0 

𝑦′(𝑡) = 0 

𝑦′(𝑡)وبذلك سنحصل على   = 𝐶1 

𝑦′(𝑡)أيضًا بالتكامل   = 𝐶1𝑡 + 𝐶2 

𝑦′(0)من الشرط الأول   = 0;                         

0 = 𝐶1 

0 = 𝐶2  

𝑦(𝑡)وهو حل تافه                                                              = 0 

 كذلك نجد من المعادلة  

𝑑

𝑑𝑡
(𝑟(𝑡)

𝑑𝑦

𝑑𝑡
) + 𝐵(𝑡)

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ [𝑞(𝑡) + 𝜆𝑝(𝑡)]𝑦 = 0 

 ولكن 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝑑𝑦

𝑑𝑡
) + 𝜆𝑦(𝑡) = 0 

𝑟(𝑡)حيث ان  = 1      ; 𝐵(𝑡) = 0  

𝛤(𝑡) = 𝑒
∫

𝐵(𝑡)
𝑟(𝑡)

ⅆ𝑡
= 𝑒0 = 1 

‖𝑦𝑛(𝑡)‖ = [∫ (𝑐1 cos
𝑛𝜋

4
𝑡)

2

𝑑𝑡

4

0

]

1
2

= 1 

=
𝑐1

2

2
∫cos2

𝑛𝜋

4
𝑡 𝑑𝑡 

4

0
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= (
𝑐1

2

2
∫ [1 + cos

2𝑛𝜋

4
𝑡] 𝑑𝑡 

4

0

)
1
2 

= (
𝑐1

2

2
∫𝑑𝑡

4

0

+
𝑐1

2

2
∫cos

𝑛𝜋

4
𝑡  𝑑𝑡

4

0

)

1
2

 

= 4
𝑐1

2

2
+

𝑐1
2

2
[

2

𝑛𝜋
sin

𝑛𝜋

4
𝑡 |

4

0
]

1
2
 

= 4
𝑐1

2

2
+

𝑐1
2

2
[

2

𝑛𝜋
(sin

𝑛𝜋

4
𝑡 − sin 0]

1
2

 

= √4
𝑐1

2
= 1 

 

=
2𝑐1

√2
= 1 ⟹ 𝑐1 =

√2

2
 

 

𝑦𝑛(𝑡) =
√2

2
cos

𝑛𝜋

4
𝑡 

 وهي دوال ذاتية معيارية ومتعامدة.

 لتكن لدينا المعادلة التفاضلية   :3مثال 

𝑦′′(𝑡) + 𝜆𝑦(𝑡) = 0                    1 < 𝑡 < 10 

𝑦′(1) = 0 = 𝑦(10) 

 نفرض ان 

Ƶ = 𝑡 − 1 
𝑑Ƶ

𝑑𝑡
= 1 ⟹ 𝑑Ƶ = 𝑑𝑡 

𝑡 = 1 ⟹ Ƶ = 0 
𝑡 = 10 ⟹ Ƶ = 𝑞 

 الان..

𝑦′′(Ƶ) + 𝜆𝑦(Ƶ) = 0                   0 < Ƶ < 𝑞 

 لحل هذه المعادلة نجد ان 

𝑟2 + 𝜆 = 0 

𝑟2 = −𝜆 

𝑟 = ±√−𝜆 

𝑦(Ƶ) = 𝐶1𝑒
−√−𝜆Ƶ + 𝐶2𝑒

√−𝜆Ƶ 

𝑦(0)ومن الشرط الحدي نجد ان    = 0 

0 = 𝐶1 + 𝐶2 ⟹ 𝑐1 = −𝑐2 

𝑦(𝑞) = 0 ⟹ 𝑐1 = 0 
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𝑦(Ƶ) = 𝐶1𝑒
−√−𝜆Ƶ + 𝐶2𝑒

√−𝜆Ƶ = 0 

⟹ 𝐶1 = 𝐶2 = 0 

ا ثاني 𝜆لنفرض ان    :ا =  فان المعادلة تكون في الشكل 0

𝑦′′(Ƶ) = 0 
 ومن ذلك نجد ان  

𝑦(Ƶ) = 𝐶1Ƶ + 𝐶2 

 من الشرطين الحدين 

𝑦(0) = 0 
0 = 𝐶2 

𝑦(𝑧) = 𝑐1𝑧 

𝑦(9) = 0 

0 = 9𝐶1 ⟹ 𝐶1 = 0 
 ومنها نتحصل على الحل العام 

𝑦(𝑡) = 0 
 وهو حل تافه 

ا ثالث  𝜆لنفرض    :ا >  لحل المعادلة نتحصل على    0

 

𝑟2 = −𝜆 ⟹ 𝑟 = ±√−𝜆 

 لنحصل على 

𝑦(Ƶ) = 𝐶1 cos √𝜆Ƶ + 𝐶2 sin√𝜆Ƶ 

 من الشروط الحدية نجد ان  

𝑦(Ƶ) = 𝐶2 sin √𝜆Ƶ 

𝑦(9)لكن   = 0 

0 = 𝐶2 sin 𝑞√𝜆 

sin 9√𝜆 = 0 

9√𝜆 = 𝑛𝜋 

√𝜆 =
𝑛𝜋

9
 

𝜆𝑛 = (
𝑛𝜋

9
)
2

 

 وهي قيمة ذاتية مناظرة للدالة الذاتية

𝑦𝑛(𝑡) = 𝐶2 𝑠ⅈ𝑛
𝑛𝜋

9
Ƶ 

𝑦𝑛(𝑡) = 𝐶2 𝑠ⅈ𝑛
𝑛𝜋(1 − 𝑡)

9
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 ولكن 

‖𝑦𝑛(𝑡)‖ = ∫ 𝛤(𝑡)(𝑦𝑛(𝑡))
2
𝑑𝑡

10

1

 

 حيث 

 𝛤(𝑡) = 𝑒
∫

𝐵(𝑡)

𝑟(𝑡)
ⅆ𝑡

= 𝑒0 = 1 

‖𝑦𝑛(𝑡)‖ = [∫ (𝐶2 𝑠ⅈ𝑛
𝑛𝜋(𝑡 − 1)

9
)

2

𝑑𝑡

10

1

]

1
2

 

= [𝑐2
2 ∫ 𝑠ⅈ𝑛2

𝑛𝜋

9
(𝑡 − 1) 𝑑𝑡 

10

1

]

1
2

 

 

 حيث ان 

𝑠ⅈ𝑛2 𝑡 =
1 − 𝑐𝑜𝑠 2𝑡

2
 

=

[
 
 
 
 

𝑐2
2 ∫

[1 − cos 2 (
𝑛𝜋(𝑡 − 1)

9
)]

2
𝑑𝑡 

10

1 ]
 
 
 
 

1
2

 

= [
𝑐2

2

2
∫ 1 − cos 2 cos 2

𝑛𝜋(𝑡 − 1)

9
𝑑𝑡 

10

1

]

1
2

= 1 

=
𝑐2

2

2
[𝑡|1

10 −
9

2𝑛𝜋
sin

2𝑛𝜋

9
(𝑡 − 1)|1

10]
1
2 

= [
9𝑐2

2

2
−

9

2𝑛𝜋
sin

2𝑛𝜋9

9
− sin 0]

1
2

 

√9𝑐2

√2
= 1 

 

𝑐2 = √
2

9
 

 لنتحصل على  

𝑦𝑛(𝑡) = √
2

9
sin

𝑛𝜋(𝑡 − 1)

9
 

 وهي دوال ذاتية متعامدة ومعيارية.
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 الخاتمة:

منظومة شتروم لوفيل وتطبيق الشرطيين الحديين لها نجد ان الحل العام يتضمن لكل قيمة ذاتية  لمن خلال التحليل الرياضي 

λn      تناظرها دالة ذاتية  𝑦𝑛(𝑥)     ضمن الفترة   ،.    a < 𝑥 < 𝑏    هذه الحلول هي  إنتحصلنا على نتائج مرضية بحيث ،

ومن هنا بالإمكان    متعامدة،الدوال المعيارية لها    كذلكومهي تشكل دوال من الجيب وجيب التمام  دوال مستقلة خطياً ومتعامدة  

ً بناء أساس معياري ومتعامد لفضاء هيلبرت من هذه الدوال   .المستقلة خطيا

كذلك دالة ذاتية تناظر القيمة     Cyn(x)ثابت فإن  C≠0و كانت  𝜆𝑛 دالة ذاتية تناظر القيمة الذاتية      𝑦𝑛(𝑥)ونستنتج اذا كانت  

 ,وهي مستقلة خطيا ومتعامدة. 𝜆𝑛الذاتية  

و في منظومة شتروم لوفيل  لا يمكن أن نجد حلين مستقلين خطيا" مناظران لقيمة ذاتية واحدة، أي لا يمكن أن تكون دالتان  

 ذاتيتان خطيتان مستقلتان مناظرة لنفس القيمة الذاتية.
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